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1. Introduccio
En intentar explicar, o si mes no aproximar, la interaccio entre quarks
mitjangant una forga que no sigui el potencial infinit [ 1 ] (hipotesi simpli-
ficadora que fou emprada en els primers models), hom pren diferents mo-
dels d'oscilladors [2]. Entre aquests hi ha els oscil1adors relativistes que do-
nen factors de forma correcta peril no un conjunt satisfactori d'estats 11i-
gats [3]. El fet no desitjat que, en quantificar el model, apareguin osciKa-
cions de tipus temps, es evitat fent us del lligam (P • r) = 0, el qual dona
Iloc a un espectre d'energies positiu [4].
En aquest context se situa el lagrangia de Tabakayashy, Domenici,
Gomis i Longui [51 (DGL), que descriu una interaccio a distancia covariant
amb el lligam (Pr) = 0.
Prendre aquest lligam suposa privilegiar 1'observador del sistema "cen-
tre de masses" i, per tant, obliga a renunciar al postulat d'equivalencia en-
tre observadors d'inercia a l'hora de descriure un sistema fisic qualsevol.
Aquest postulat to per a nosaltres un significat fisic important i clar.
El motiu fonamental d'aquest treball es de demostrar que no hi ha cap
necessitat d'abandonar-lo per a poder resoldre el model D.G.L. Segons el
nostre parer, hem de quantificar 1'extensi6 predictiva d'aquest model
abans d'abandonar el criteri de democracia per a tots els observadors
d'inergia, puix que cal quelcom mes que el bon funcionament d'un model
especific per a abandonar un dels principis fonamentals de la relativitat.
A mes, hi ha el precedent que, en fer predictiu el camp de Klein-Gordon,
hom elimina les solucions d'energia negativa, i aixo mateix podria passar
acf [6].
Es en aquesta perspectiva que ataquem el problema, aixi com en la
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de mostrar la possibilitat de "predictivitzar" alguns sistemes lagrangians
singulars.
A les sections 2, 3 presentem respectivament els aspectes qua ens
interessen del S.L.S. de D.G.L. i dels S.P.I. per Poincare, i tambe la defi-
nicio d'extensio predictiva d'un S.L.S. A la seccio 4 construim 1'extensio
predictiva per al model de langrangia singular esmentat, utilitzant un
metode recurrent. A la seccio 5 apliquem aquests resultats al cas de po-
tentials tipus oscillador harmonic i tipus Kepler, i obtenim les equations
del moviment en ambdos casos.
II. El lagrangia singular D.G.L.
Els autors abans esmentats [5 ] parteixen del lagrangia singular:
1..= Ea
-upxq
amb: 'U.,^ = m; - lr(x')
(2.1)
on V es una funcio qualsevulla, derivable una vegada amb continuitat,




eA = 1 i el conveni de la suma val tant
per als indexs µ, v, p .. = 0, 1, 2, 3 tom per als A, B, C, ... = 1, 2,
excepte quan indiquem expressament el contrari mitjan^ant uns parente-
sis; a mes Xn = Xn Xn 7µv assent ^tµv la metrica de Minkowsky (+2).
Les equations d'Euler-Lagrange permeten de derivar de (2,1) la rela-
ci6:
'f''y xi' =














la qual ens dona la component de 1'acceleracio Xn ortogonal a la velocitat
Xw . Aquesta relacio unicament es valida sobre la subvarietat '^C T+ (M4 )^ ,
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definida per:





el quadrimoment lineal que es una integral del moviment.
Recordem que, fora de 11; les equations d'Euler-Lagrange que es deri-
ven del lagrangia singular ( 2.1) son incompatibles [7].
La fita de la teoria de lagrangians singulars en aquest cas es derivar un
sistema diferencial de segon ordre:
r.J'd, A.rJ A xx._^^ = E Xz-^ t E Z. 8. c z w
.~
(2.7)
sobre 'Ir una subvarietat de 'lr -la maxima posible -, de manera que:
7(n"'. 3,;(xe, x^ ) satisfaci les conditions (2,2). Aci A es una parametre
escalar no necessariament fisic.
Aixo ^s resolt en el treball citat [5], i ens trobem que:
r
i) 1re11^ es definida pel nou lligam:
ii) les quadriacceleracions estan determinades excepte una funcio
continua i arbitraria:
v .,,
?3,. XB,'Xc,2 = A: ,Xc)t ll ,Xc,2) Xs
,ir T+ (M4) es el conjunt de vectors tangents a M4 i orientats cap al futur.
(2.9 )
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En resum, a partir del lagrangia singular (2.1) hom deriva una fami7ia
de sistemes diferencials de segon ordre {Dl } 1 sobre la subvarietat 17`", que
anomenarem sistema lagrangia singular (S.L.S.) associat a (2.1).
Per taut, donades unes condicions inicials s^,=(oy ;;)e^" i fixada una
prescripcio per a la funcio arbitraria 1(x,, ^, a) -es a dir, per a cads sistema
Dl- existeix una unica lines d'univers del sistema:
x," _
tal que:
^w^a, o ; c^^) , A=1,Z , ZEJE,,h[CR (2.10)




ii) ^s una integral del sistema Dl:
(2.11)
^Qa ^^, o ; C¢I) _ ^A ^ ^a^^ , ^; Ce]) , ^p(a , ^; Ct1 )^ ^^ (2.12)
P^1ES C`^A c^8 (.t,^;CQ.I))E'l1' (2.13)
E1 resultat seguent , demostrat per D.G.L. [8] estableix una mena
d'unicitat entre les trajectories integrals del S.L. S. (2.9) que hom obte
per a les diferents prescripcions de la funcio 1 amb unes condicions inicials
donades ,^ E ^'.
..,
1. Proposicio. Siguin X61) i 1( ^, ^, ^) una determinada prescripcio per
a la funcio arbitraria del segon membre de (2.9). Sigui ^^(^, ^.,[1]); la
trajectoria (2.10). Llavors existeix una reparametritzacio ^ : I --+ 1 c^Z.
tal que:
da6I ,
^A ca, ^ ;[^^) _ ^4 (.^ra^, ^ ; ^o^) ; a =a,2 (2.14)
III. sistemes Predictius Invariants









(XS .Tic) = O
ii) El claudator de Lie dels dos camps H1 i I^i2
(3.1)
invariants pel grup de Poin-
es zero:
^^,,N21 =o
iii) I^1 i HZ son invariants sots el grup de Poincare.
(3.2)
(3.3)
1Js a dir, 9A'^ xa , Tit ) es transforms com un quadrivector sots transfor-
macions de Poincare.
La condicio (3.3) garanteix la integrabilitat del sistema (3.1) (vegeu
ref. [ 1 1 ] ). `^
Aixo vol dir que p^ _ ( o^ ,Tta )E T+ (M4 )Z passa una unica 2-super-





^ (°^^) (3.5)talque: ;'_ ^^ (°^ ;) ^ ^A = ^-^
(*> En aquesta seccio i sempre que fem referAncia a un S.P.I. representarem els
punts gen8rics 'de T+ (M*)Z per (XA, nB) a difer^ncia de la notacio (XA, XB) empra-
da en referir-nos a un S.L.S. Aquesta distincio, superflua des del punt de vista mate-
matic, es deguda d'una bands al fet que volem conservar la notacio tipica dell tre-
balls classics de la M.R.P. [9^, [10] i de l'altra al fet que volem fer ressaltar que rrA
^s una integral primers de n i que per a cads particula el parametre de la linia
d'univers integral de (3.1) es relacionat amb els seus temps i massa propis.
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De la condicio (3.2) resulta evident que:
^--(4ur,'lz.,Z. ,,ir lzs, Z ))
= 0 , ZsEIs , ^=1,2 cZ.6,
En la terminologia de Droz-Vincent [ 12] (3.4) es la 2-superficie fasica
del sistema que passa per o . La linia d'univers individual de cada particu-
la a partir de les conditions initials ^ es, per taut:
x.r=4Y'CZ.,Z) , Z.EIs
2. Definicio. Direm que elSPI (3.1) es una extensio predictiva del S.L.S.
(2.9) quan: ^^ _ (e,, o^ )E1T , per a qualsevol funcio continua 1(xg, x^, a )
i D` ( ^^, ^12) E ^Z, (les constants R, , Rz fixen la relacio entre el parametre
de les trajectories i els temps propis de les particules) existeixen dues repa-




bijectives elles i llurs inverses, tals que:
^e (^, ^^, It7^
A= 1,2
7.:(hlz,z;M,XB,R^) (3.8)
D'aquesta condicio i de les dades initials (2.11) i (3.5) hom dedueix
immediatament:
f-'~







3. Proposicio . La condicio necessaria i sufficient perque el S.P.I. (3.1)




8:'(Xz,.77c) - 4i^ 3,Mv. Aci,lXB,dcNc)
Demostraci6.
(3.10)
a) Necessaria : Suposem que el SPI (3 . 1) es una extensio predictiva del
S.L.S. (2.9). Sigui o . ( Xs , ;^ ) E'U , i sigui (al , a2) e'^Z' 2 qualsevulla
tal que: ^ = (e, , ^ o^ )E^ .. Aplicant la definicio (3.2): , Rz) Eft.{z
i d funcib continua 1( xe z^ , ^ ), existiran dues reparametritzacions
^A
(^', [l]) tats que:
'^"` (a, X8, ^^ TIC; (QJ^ _ ^,; (^A(a,o •, [e1), xg ^ ^^ n` /1 A c o ' ,rin^0
(3.1 1)
En particular, ens conve de prendre ^d^= '^^ , , c = l ,2. En aquest
cas, (3.9 ) ens dira:
fsloiz''; [l]) = o ; .f,, 10, Z ;llJ) = d. (3.12)
Derivant dues vegades (3.11) respecte de ^, fent ^ = 0 i utilitzant
(3.12) juntament amb les conditions initials (2.1 1) i (3.5 ), obtenim:
T^^^o, o ;[Q1) • ^,^ ou>+ °^+^ 9^, ^x^,n^) = 3^µ^;s^a^n^ ^l^]) (3.13)
Projectant (3.13) ortogonalment a ^A , obtenim (3.10) d'una manera
immediata.
N
b) Sufficient : Donat un ( ^o, o^ ) E'lT ,una parella (p^ , Rz )Eyt+z i una
funcio continua l( ^,x^,^ ), considerem la solucio del S.L.S. (2.9):
^A (a^ . SPA ^^^ e8, o^ ^ r^l) ^, aE z A = 1,2
Reparametritzem les linies d'univers segons:
'l^.p (^A) _ (^A ^ ^a ^^A)) A = 4.2 (3.14)
on les funcions gA : IA^ I son:
i) bijectives i diferenciables tant elles tom llurs inverses:
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ii) c^.(o) . p ^ ^^^ (o) _
.V _ .y 2
^^ ''e^^ A




f,, + -. 2,,rlzl.Om(wzI,4lz))_ Bz),'cZ. =O cz.I6)
facil de comprovar que, grades a la condicio (3.10), les linies
d'univers (3.14) son integrals del SPI (3.1) i que, a mes:
7:'co,=xi'
, 7:'IO) = M.
^
i 4i''5 ^^ (3.17)
En consequencia, les ^µ(aA) definides per (3.14) son les trajec-
tories solucio del SPI (3.1): -^^( ^^ ,
es
, g^ ^^/_ _ ), amb que resta de-
mostrada la proposicio. I 1r
IV. Construcci6 de l'extensio predictive
En aquesta seccio construirem un SPI que sigui extensio predictive
del SLS (2,9).
La condicio (3.10) ens determine les funcions Bp( xa, n^ ) per als
(Xs ^ nc )E 'lt" • Per tent, la prendrem tom a condicio de contorn per a inte-







Per tal que (3.10) sigui una bona condicio de contorn cal, en primer
lloc, que sigui compatible amb (4.1). Aixb ho provarem per construccio,
en la hipotesi que 6A es analitica en una constant d'acoplament g, que
introduirem prenent: V(x^) = g W(x^) (4,2)
En segon lloc, cal que el segon membre de (3.10) es transformi tom
un quadrivector sota el grup de Poincare, la qual coca es trivial a partir
de (4.5 ).
ao
En tercer lloc, cal que el segon membre de (3.10) no depengui de la
parella (al , a2) E gZ' Z Aixo es compleix en aquest cas, ja due donat
(xu, ^c ^'Ir , Per a qualsevol (a, , aZ )E^Ztal que (xB, acnc )E^ , s'haura




Tenint aquesta relacio en compte, aixi com (2.4), el segon membre de
(3.10) s'escriu:
Y
^^^1. ^ ^` y • Rug (xa , °tc ^i
1(u„ ` u^
^,,










=^1 zr i CXB,Mc)EV
(4.5 )
L'equacio (4.1) pot esser convertida en una equacio integrodiferencial
[9]. En el cas de dues particules, aixo es fa facilment utilitzant les varia-
bles segiients:
a ,^ s «
k^ nA. ^ 11,; - k nA,
Si definim: D = ?T '` ^
a N) '^ 7c^
es verifica: [ 13 ]
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DA
-an = 9 A.5 :DAW = DAk = DA ITS = 0 } (4.7)
DA Ada =0 A,fJ = {,Z
En aquestes variables , hom escriu 1'equacio ( 2.5) que defineix la sots-
varietat ode l^a^m anera seguent:
1T4.TTs ,. UA + k* F) '-RA 'Z4 =
(TI''-nA ' y "A, + - U,,,-FLA,
(4.8)
i d'aquesta podem aillar: ZA, _ 44 ( ZA , ki, k ,-Ka) (4.9)
Expressant 9; en aquestes variables i tenint en compte que DA = 2Apodem enunciar la seguent:
1. Proposicio : El. sistema d'equacions (4.1) amb les condicions de
contorn (4.5) sobre la sots-varietat 1r, donada per a (4.8), es equivalent
al sistema d'equacions integrodiferencials:
ZAI
'^V OA








2A ' 7A (?A , k2,ki^g/ i aA (ZAi^Z 1TB ,* ^ 8
resulta de substituir ,.,, per4 h2 , k, 7TB a 1'expressi6 (4.5).
La demostracio es trivial.
Ara podem resoldre (4.10) suposant que 19A" 6s clesenvolupable en
serie de potencies de g. En primer lloc, gracies a les condicions i), iii)
de la definicio (3.1) descomponem les quadriacceleracions segons:
p r
=
'VI I ^r (4.11)pA A Q A + A A' A'
on aA, IAA' son funcions de les variables escalars fie, h2, k i I Irc 12(B,C = 1,2), les quals suposarem desenvolupables en serie de potencies
de g:
'AA' (4.12)
Q ' aA ; 'AA' L fR=1 n=i
Tambe, suposant W (x2) desenvolupable en serie de potencies (excep-









I, ates que BA ha estat construida a partir de 9, i ^.p, per a 6,^ valdra un
desenvolupament analeg al de A; . '^
En desenvolupar (4.10) en serie de potencies de g ens trobem amb la
dificultat que ^, limit inferior de la integral, depen de g.
2. Lema: Sigui f(x) _ ^ h(x,y)dy i suposem que f, h i a son desen-!C (x)





^(^c) - ^ ^.
xn
y^a•
HCx.p) _ HCx,ZCX)) =.
, .0 ,. ,P
Demostracio : Sigui H (x,y) una primitive de h (x,y) considerant
x com a
parametre: (a ^ cx•r^) _ ,(n ^x ,y







oC • .: °^ J
d'on hom dedueix (4.14) d'una manera immediate.





















75-^4":...:''ii:.ID?,''Z!^l_M ,s,^'p: .- 1.. . .. ~,wm ,4.1I,
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on ^; es el coefficient de g" en el desenvolupament de
- 8.^ • n^
(vegeu apendix 1); el sumatori va fins a m = n-2, perque = 0 per
A 1'apendix 1 hi ha tambe les components de gar
3. Proposicib : Les conditions de contorn (4.5) donades sobre la sots-va-
rietat 1T determinen una solucio 9,r units de les equations (4.1), en la
hipotesi que aquesta es desenvolupable en serie de potencies de g i que
W (xz) es analitica excepte en un nombre finit de punts.
^ n co ^.^
Demostraci6:p De (4.15) tenim: Bar = B,; i tambe que Bp rests deter-
minat pels ^; , K < n (vegeu apendix 1). Per tant, per induccio resten
determinats els g^ ^E lY , un cop coneguts els t9,; t^A , coefficients
dell desenvolupaments de (4.5) i (4.9), respectivament.
Calculem ara els ^"^ als ordres inferiors. A 1'equacio (4.8) els^ depe-
nen de:
X'= h' -
,42 2: - n.: z: t Zk Zs Z (4.16)
Sobre ^, pero, 2,. _ '>}-Q (.^,,, h2 , k , I ^B ^ ). Suposant W analitica (excep-
te, potser , en un nombre finit de punts ), tenim:
^^ k+ n A_





hz i?s ^nA -





Analogament, podem desenvolupar @o El calcul es enfarfegador, i a
primer ordre el resultat es:
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-. |1+ 7^ ). -^ W'Hil (4.19)
on W' es la derivada de W (x2) respecte de x2 . El segon ordre de 9; el do-
nem a 1'apendix 2.
L'acceleraci6 8„a primer ordre en g ens queda:
G:= g.|1+ ZNj). W'lZ:).
.1';1sh''-
^. ^.
tA, } t OlgZ'
(4.2G)
I els coefficients del segon ordre son:
ts) ^'
s ,^^^ /W J
^s (4.21)
cs, c z, ( ^' cs^
lap- = Q^„. + J^.,^ ^-^.- ^^^^^ ^ d ^^'
on: a• , ^,4^ ^^ ^^ estan explicitats a 1'apendix 2, i les integrals
dependran de la forma del potencial W (x2 ).
5. Aplicacions: Ates que ha estat la recerca d'una interacci6 realista en-
tre quarks la que ens ha portat a aquest model [5], donarem aci els resul-
tats anteriors per al cas particular m, = mz = m.






i per tent desapareix el sumatori del segon membre de (4.15). El calcul
de 8^ es facil i ens queda per a 1'ordre n de les acceleracions:
BA = ^•11V-(x^) •1 ^ lXi )1 •{+1^^."- ^`2 fie, } +^ ^A d ^,^ (5.2)\ 1 l m
^^, ^ ^.
Les expressions per a ^^ i ^de, son a 1'apendix 2.
Com a aplicacions estudiarem el cas d'un osci)-lador harmonic'^,{^o^ x2,
que es utilitzat per als quarks [4], i despres un potencial del tipus 1^f' a (x^)-v^
com a una aproximacio relativista al problema de Kepler.
Per tal de determiner la constant de proporcionalitat en ambdos casos
estudiarem el lagrangia (2.1) a 1'aproximacio newtoniana en el sistema de
refereneia del centre de masses -P'` _ (P, 0, 0, 0). En aquest, la condicio
(2.5) implica: x° = xZ = t, x` = I x ^ - x2 I z .






1r,,Z « ^ '^„ ° a^ ^ xA xA
+^E''m,,vi+-,-.V(17,-ZzMtORY cs.Z,







^Tktxil = 2GM^2 ^,^^^-+^ (5.4)
essent: µ = ^'`"'` la masse reduida, M = m^ + mZ la masse total, w la
fregiiencia newtoniana de 1'oscillador, i G la constant de gravitacio uni-
versal.
Estudiem era el cas de 1'oscil•lador. Prenem, segons (5.4) i (4.2):
z
^.w Wcxi> _ - ^: xZ (5.5 )
Les triacceleracions per a un observador qualsevulla son donades per:
[13]
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AilZB,Jc,t) = mi?yiz.CSj-viwZ). Z xi=x:=t
1 - `/t
(5.6)
Explicitant 9,' a (5.6), restituint la c i desenvolupant en serie de poten-
cies d' 1 /c2 , obtenim:
^A=




^^2 MACF.V^)tm,CFiW)-. n lW1 n I,. .u,
^A C: 1 1
(5.7)
que ens dona les correccions relativistes a 1'oscillador harmonic per a
aquest model.
Per a masses iguals, el segon ordre to una expressio senzilla.
'^,,= 7f1i t ZCK.M'). Z:} + 5
7w=-_;_lhZtzCk_mz).Z:;ZAtMZ-CzN.z,_
_£cz:,-z:)t£Zlzi,-z,:,} (5.8)
Estudiem finalment el cas del potencial de tipus Kepler:
^.= G 'ITV-tx=) _ .2M ^ (xj)-^^2 (5.9)














Les quals es poden comparar amb les que es deriven del lagrangia d'Ein-
stein, Infeld i Hoffmann [ 14]:
y ESN
QA -^GrnA, ^ ^^1- 1JA ^ 2 'U Z r
GZ Gs ^ ?^ 3
^z
(z)^m-,4.^+
3 (r 1T,,•) ^. ^ +
r3
+'2,^'.F.i',Z.^t l£^^) CS.1],
Com veiem, la forma general de (5.10) i (5.11) es bastant semblant,
pero la segona no depen de mA i, per contra, la primera si.
VI. Conclusio i perspectives
Hem donat una definici6 per a 1'extensio predictive del sistema la-
grangia singular de dues particules de Tabakayashy i Domenici, Gomis
i Longui [5], i hem vist com mitjan^ant un metode recurrent hom podia
construir un sistema predictiu invariant equivalent.
La continuacio d'aquest treball va en dues direccions diferents. Duna
Banda, la definicio d'extensio predictive que hem donat en aquest cas
particular es immediatament generalitzable per a un sistema lagrangia
as
singular qualsevulla de N particules . D'altra, els resultats d'aquest treball
ens serviran com a punt de partenca per a estudiar un sisterna de dos
quarks lligats per un potencial de tipus oscillador . Aixo ho farem hamilto-
nitzant i , posteriorment , quantitzant el sistema predictiu invariant corres-
ponent . Sera interessant de comparar 1'espectre d'estats Iligats que obtin-
guem per aquest metode amb el que hom dona habitualment a la literatura
i veure que passa amb els estats de norma negativa.
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Apendix 1






^A,a {.Adt - / `_Z^L ^p ^QA^) - Q'.pi • (Np^




























on: kA = k+rnA mA = np
so
Czl
A^ _ I -^-'-^^+-^'lkAtW zs,-l1t£As,I. z].WW.w'm t
n
- - kpZ ^A k, kA
-^
k, kA
















que per a masses iguals es redueixen a:
A^ = klzrzz.WmMW t8WM.WiZi,. IIizs,-
CZ) z




- IZ ZK t
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